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 Proprie ´  te ´  s de Projection des Graphes sans Triangle ni Carre ´
 C HRISTIAN D ELHOMME ´
 We study projection properties for graphs of girth at least 5 . In particular , we show that
 projective ones are af fine projective .
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 1 .  I NTRODUCTION
 En 1990 , Ernest Corominas a introduit une proprie ´  te ´  de projection pour les
 ensembles ordonne ´  s . Cette notion , qui s’e ´  tend a `  des structures plus ge ´  ne ´  rales , a e ´  te ´
 e´ tudie ´  e par M . Pouzet , I . G . Rosenberg et M . G . Stone du point de vue des ‘clo ˆ  nes’
 fournissant , entre autres , des re ´  sultats en dimension supe ´  rieure . Nous nous inte ´  ressons
 ici aux graphes sans triangle ni carre ´  , parmi lesquels nous caracte ´  risons ceux qui
 ve ´  rifient les proprie ´  te ´  s de projection .
 2 .  D E ´  FINITIONS ET  P REMIE `  RES P ROPRIE ´  TE ´  S
 Nous conside ´  rons des  relations binaires re ´  flexi y  es ,  c’est-a `  -dire des couples  E  5  ( E ,  % )
 dans lesquels  E  est un ensemble et  %  une partie du produit  E  3  E  telle que ( x ,  x )  P  %
 pour tout  x  P  E .  Pour une telle relation  E , nous notons  x  ,  y  mod  E  le fait que
 ( x ,  y )  P  % .  La  syme ´  trise ´  e  de  E  est la relation ( E ,  %  <  % 2 1 ) ,  ou `   % 2 1 est l’ensemble des
 couples (  y ,  x ) pour lesquels ( x ,  y )  P  % .  Nous dirons d’une relation e ´  gale a `  sa syme ´  trise ´  e
 qu’elle est un  graphe .  Un  chemin  de  E  est une suite finie ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n ) d’e ´  le ´  ments de  E
 telle que  x 1  ,  ?  ?  ?  ,  x n  mod  E . On dira d’un tel chemin qu’il  joint x 1 a `   x n  et qu’il  passe
 par les  x k  , k  5  1 ,  .  .  .  ,  n .  Il est dit  injectif  lorsque les  x k  sont deux a `  deux distincts . La
 fermeture transiti y  e  de  E  est la relation ( E ,  T % ) ,  ou `   T %  est l’ensemble des couples
 ( x ,  y )  P  E  3  E  pour lesquels il existe un chemin joignant  x  a `   y .  Lorsque  E  est un
 graphe , sa fermeture transitive est une relation d’e ´  quivalence dont les classes sont les
 composantes connexes  de  E . On dit alors que  E  est  connexe  si elle n’a qu’une
 composante connexe . Pour toute partie  F  de  E ,  la relation  induite  par  E  sur  F  est
 E F  5  ( F ,  %  >  ( F  3  F  )) .  Pour toute paire  h x ,  y j  d’e ´  le ´  ments de  E ,  nous noterons  E \ h x ,y j  la
 relation binaire ( E ,  %  2  h ( x ,  y ) ,  (  y ,  x ) j ) .
 Rappelons que si  E  5  ( E ,  % ) et  E 9  5  ( E 9 ,  % 9 ) sont deux relations binaires , une
 application  f  :  E  5  E 9 est un  morphisme  de  E  vers  E 9 si pour tous  x ,y  P  E , x  ,  y  mod  E
 implique  f  ( x )  ,  f  (  y )  mod  E 9 . Ainsi , lorsque  E  et  E 9 sont des graphes au sens ci-dessus ,
 les morphismes envoient les are ˆ  tes sur des are ˆ  tes ou des boucles . Un  isomorphisme  est
 un morphisme bijectif dont l’application re ´  ciproque est e ´  galement un morphisme . On
 dit d’un morphisme  f  de  E  vers  E 9 , qu’il est une  re ´  traction  de  E  sur  E 9 s’il existe un
 morphisme  g  de  E 9 vers  E  pour lequel  f  +  g  est l’application identique de  E 9 ;  E 9 est
 alors dit  re ´  tracte  de  E , et  g core ´  traction  de  E 9 dans  E . Nous disons qu’une partie  F  de  E
 est un  cycle de longueur l  ( l  >  3) ,  lorsque  E F  est isomorphe au graphe  C l  5  ( Z / l Z ,  # l )
 de ´  fini ci-dessous . Pour tout  k  P  Z  (ensemble des entiers relatifs) , on note  k #   sa classe
 modulo  l  dans  Z . Alors ,  # l  est l’ensemble des couples ( k #  ,  k #  9 ) pour lesquels il existe un
 n  P  Z  tel que  u k  2  k 9  2  nl u  <  1 .  Un  triangle  est une cycle de longueur 3 , un  carre ´   est un
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 cycle de longueur 4 . Un  arbre  est un graphe connexe sans cycle . Un sommet  x  P  E  d’un
 graphe  G  5  ( E ,  & ) est dit  pendant  s’il existe un unique  y  P  E , y  ?  x  pour lequel
 ( x ,  y )  P  & .
 Etant donne ´  s un ensemble  E  et un entier  n  >  1 ,  soit  E n  l’ensemble des  n -uples
 ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n )  d’e ´  le ´  ments de  E .  Pour tout  k  P  h 1 ,  .  .  .  ,  n j ,  nous notons  p k  la  k - ie `  me
 projection  de  E n  dans  E ,  ainsi ,  p k ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n )  5  x k  pour tout ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n )  P  E n .  Nous
 disons qu’une application  f  :  E n  5  E  est  idempotente  si  f  ( x ,  .  .  .  ,  x )  5  x  pour tout  x  P  E .
 Soit  E  5  ( E ,  % ) une relation binaire re ´  flexive , nous rappelons que les puissances
 n -ie `  me  carte ´  sienne  et  de Hamming  de  E  sont les relations binaires  E n  5  ( E n ,  % n ) et
 E h n  5  ( E n ,  % h n )  de ´  finies ainsi : si  x  5  ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n ) et  y  5  (  y 1  ,  .  .  .  ,  y n ) sont deux
 e´ le ´  ments de  E n  alors ,  x  ,  y  mod  E n  lorsque  x i  ,  y i  pour tout  i  P  h 1 ,  .  .  .  ,  n j ,  et
 x  ,  y  mod  E h n  lorqu’il existe un entier  k  tel que  x k  ,  y k  et  x i  5  y i  pour tout  i  ¸  k .
 Suivant Pouzet , nous introduisons  E A n  5  ( E n ,  % A n ) la puissance  n -ie `  me  af fine  de  E
 de ´  finie ainsi :  x  ,  y  mod  E A n  lorsqu’il existe une partie  K  de  h 1 ,  .  .  .  ,  n j  et  x , y  P  E
 ve ´  rifiant  x  ,  y  mod  E , pour lesquels  x i  5  x  et  y i  5  y  pour tout  i  P  K ,  et  x i  5  y i  pour tout
 i  ¸  K .  (On peut de ´  finir  E 1  3  E 2 le  produit carte ´  sien ,  resp .  E 1  h  E 2 le  produit de
 Hamming  de deux relations binaires , ge ´  ne ´  raliser a `  un nombre fini de facteurs , puis
 conside ´  rer les puissances carte ´  sienne et de Hamming comme des produits dont tous
 les facteurs sont identiques ; mais il n’y a pas de produit qui permette de de ´  finir de
 fac ¸  on analogue les puissances af fines . ) Puisque  E  est re ´  flexive , nous avons :
 ¸¸  % h n  Õ  % A n  Õ  % n .  (1)
 Ainsi les projections sont aussi bien des morphismes de  E h n  ou  E A n ,  que de  E n  vers  E .
 Un  n - morphisme carte ´  sien ,  resp .  de Hamming ,  resp .  af fine  de  E  est un morphisme de
 E n ,  resp .  E h n ,  resp .  E A n  vers  E . Pour  n  5  2 ,  une application  f  de  E 2 dans  E  est un
 morphisme de Hamming si les applications partielles  f  a  :  y  5  f  ( a ,  y ) et  f b :  x  5  f  ( x ,  b )
 sont des morphismes de  E  vers  E  pour tout  a ,  b  P  E ;  f  est af fine si , de plus ,  x  5  f  ( x ,  x )
 de ´  finit e ´  galement un morphisme de  E  vers  E .
 Nous disons que  E  a la  n - proprie ´  te ´  de projection carte ´  sienne  ( PPC n ) ,  resp .  af fine
 ( PPA n ) ,  resp .  de Hamming  ( PPH n ) ,  lorsque ses seuls  n -morphismes idempotents
 carte ´  siens , resp . af fines , resp . de Hamming , sont les projections . On de ´  duit de (1) :
 PPH n  é  PPA n  é  PPC n .  (2)
 On constate facilement (en introduisant des variables ‘muettes’) , que pour  m  <  n ,
 chaque  n -proprie ´  te ´  de projection implique la  m -proprie ´  te ´  correspondante . Pour  n  5  2 ,
 les morphismes de Hamming idempotents sont exactement les applications af fines
 idempotentes , ainsi ,  PPH 2 et  PPA 2 sont e ´  quivalents .  PPC 2 est la proprie ´  te ´  introduite
 par Ernest Corominas [2] .
 Lorsque  E  est transitive (en particulier , lorsque c’est une relation d’ordre ou une
 relation d’e ´  quivalence) ,  PPH n  et  PPC n  sont e ´  quivalentes . En ef fet , tout morphisme de
 E h n  vers  E  est un morphisme da la fermeture transitive de  E h n  vers celle de  E ,
 c’est-a `  -dire , ici , de  E n  vers  E .
 Un produit non trivial de Hamming , resp . carte ´  sien , ne ve ´  rifie jamais  PPH 2  ,  resp .
 PPC 2  .  En ef fet , si  E 1 et  E 2 sont deux relations binaires re ´  flexives , alors l’application
 f  :  ( E 1  3  E 2 )  3  ( E 1  3  E 2 )  5  E 1  3  E 2  de ´  finie par  f  (( x 1  ,  x 2 ) ,  (  y 1  ,  y 2 ))  5  ( x 1  ,  y 2 ) est une
 application idempotente donnant lieu a `  un 2-morphisme de Hamming , resp . carte ´  sien ,
 de  E 1  h  E 2 , resp .  E 1  3  E 2 ; or , cette application n’est pas une projection de `  s que  E 1 et
 E 2  ont au moins 2 e ´  le ´  ments . On dispose en fait d’un re ´  sultat plus fort : Si  E  ve ´  rifie
 PPH 2  ,  resp .  PPC 2  ,  et est re ´  tracte d’un produit  E 1  h  E 2 , resp .  E 1  3  E 2 , alors  E  est un
 re ´  tracte de  E 1 ou de  E 2 . Ces re ´  sultats d’‘irre ´  ductibilite ´  ’ sont e ´  tablis par Corominas [2]
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 dans le cadre de son e ´  tude de la proprie ´  te ´  de projection carte ´  sienne des ensembles
 ordonne ´  s . Ses preuves sont encore valables dans le cadre pre ´  sent .
 3 .  P RE ´  SENTATION DES  R E ´  SULTATS
 Dans ce texte , nous e ´  tudions les proprie ´  te ´  s de projection pour les graphes sans
 triangle ni carre ´  . Nous montrons :
 T HE ´  ORE `  ME 1 .  Soit  G  5  ( E ,  & )  un graphe sans triangle ni carre ´  . Les conditions
 suitantes sont e ´  qui y  alentes :
 (i)  G  y  e´ rifie PPC 2  .
 (ii)  G  y  e´ rifie PPA 2  .
 (iii)  G  y  e´ rifie PPA n  pour tout n .
 (iv)  G  est connexe et , pour toute are ´  te dont l ’ omission le disconnecte , aucune des deux
 composantes connexes correspondantes n ’ est un arbre .
 De fac ¸  on plus pre ´  cise , la condition (iv) af firme que  G  est connexe et que , pour toute
 paire  h x ,  y j  d’e ´  le ´  ments de  E ,  si  G \ h x , y j  n’est pas connexe , alors aucune de ses deux
 composantes connexes n’est un arbre . Lorsque le graphe  G  de l’e ´  nonce ´  du the ´  ore `  me
 est fini , (iv) se re ´  duit a `  :
 (iv 9 )  G  est connexe et sans sommet pendant .
 C OROLLAIRE 1 .  Soit  E  une relation binaire re ´  flexi y  e , finie , dont la syme ´  trise ´  e  G  est
 connexe , sans triangle , sans carre ´  et sans sommet pendant . Alors  E  y  e´ rifie PPC n pour
 tout n .
 P REUVE DU  C OROLLAIRE .  Observer que si  E  est une relation binaire re ´  flexive , alors
 tout morphisme de  E A n  vers  E  est un morphisme de  G A n  vers  G . S’il est idempotent , il
 s’agit alors , d’apre `  s le the ´  ore `  me , d’une projection . Donc  E  ve ´  rifie  PPA n  ,  et par
 conse ´  quent , d’apre `  s (2) , il ve ´  rifie  PPC n .  h
 Ce type de conse ´  quence de la proprie ´  te ´  de projection af fine sur la proprie ´  te ´  de
 projection carte ´  sienne est une des justifications de son e ´  tude .
 Dans le cadre de l’e ´  tude de la proprie ´  te ´  de projection carte ´  sienne , S . Hazan [3]
 obtient l’e ´  quivalence (i)  ï  (iv) pour les graphes sans triangle . Mais pour ceux-ci ,
 (iv)  ï  (ii) est faux , comme le montre l’exemple du cycle sur 4 e ´  le ´  ments ;  C 4 est en ef fet
 un produit de Hamming non-trivial [7] , il ne ve ´  rifie donc pas  PPH 2  ,  c’est-a `  -dire  PPA 2  .
 Il a e ´  te ´  montre ´  par Pouzet , Rosenberg et Stone [7] que  PPC 2 e ´  quivaut a `   PPC n  pour
 tout  n .  Ces auteurs ont e ´  galement montre ´  que  PPA 3 e ´  quivaut a `   PPA n  pour tout  n ,  et
 que si  E  ve ´  rifie  PPA 2 sans ve ´  rifier  PPA 3  ,  alors il existe un 3-morphisme af fine
 minoritaire ,  c’est-a `  -dire tel que  f  ( x ,  x ,  y )  5  f  ( x ,  y ,  x )  5  f  (  y ,  x ,  x )  5  y  pour tous  x ,  y  P  E .
 Nous e ´  tablissons ici un re ´  sultat qui montre que la proprie ´  te ´  de projection de
 Hamming se comporte dif fe ´  remment .
 T HE ´  ORE `  ME 2 .  Pour tout graphe fini  G  sur au moins deux e ´  le ´  ments , il existe un entier
 N tel que  G  ne  y  e´ rifie PPH n pour aucun n  >  N .
 P REUVE DU  T HE ´  ORE `  ME 2 .  Si  G  n’est pas connexe alors  N  5  2 convient car  G  ne
 ve ´  rifie pas  PPC 2 (voir la proposition 1 ci-dessous) , donc , d’apre `  s (2) , il ne ve ´  rifie pas
 PPH 2  ,  il ne saurait donc ve ´  rifier  PPH n  pour aucun  n  >  2 .
 Donc , soit maintenant  G  5  ( E ,  & ) connexe . Il existe alors un entier  N ,  un chemin
 ( a 1  ,  .  .  .  ,  a N )  et une application  w  :  E  5  h 1 ,  .  .  .  ,  N j  tels que pour tout  x  P  E , a w ( x )  5  x .
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 (Soit  u E u  le cardinal de  E ,  alors  N  5  2  3  u E u  convient : conside ´  rer un sous arbre
 couvrant . ) Soit alors  n  un entier strictement positif et  m  :  h 1 ,  .  .  .  ,  N j n  5  h 1 ,  .  .  .  ,  N j
 donne ´  e par  m  (  p 1  ,  .  .  .  ,  p n )  5  ¨  ((  p 1  1  ?  ?  ?  1  p n ) / n ) ou `   ¨   de ´  signe la fonction partie
 entie `  re . De ´  finissons  f  :  E n  5  E  par  f  ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n )  5  a m  ( w ( x 1 ) , . . . , w ( x n )) .  Cette application  f
 est idempotente ; elle est invariante par toute permutation des variables , donc n’est pas
 une projection (puisque  E  a au moins deux e ´  le ´  ments) ; de plus , lorsque  n  >  N , f  est un
 morphisme de Hamming ; en ef fet , si ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n ) et ( x 9 1 ,  .  .  .  ,  x 9 n ) sont deux  n -uples
 d’e ´  le ´  ments de  E ,  et  k  un e ´  le ´  ment de  h 1 ,  .  .  .  ,  n j ,  tels que  x i  5  x 9 i   pour  i  ?  k  alors ,
 f  ( x 1  ,  .  .  .  ,  x n )  ,  f  ( x 9 1 ,  .  .  .  ,  x 9 n ) ,  ceci , aussi bien si  x k  ,  x 9 k  ou non .  h
 Les deux re ´  sultats ci-dessus re ´  pondent a `  des questions de M . Pouzet . Le reste du
 texte est consacre ´  a `  la de ´  monstration du The ´  ore `  me 1 .
 4 .  D E ´  MONSTRATION DU  T HE ´  ORE `  ME 1
 La de ´  monstration du The ´  ore `  me 1 consiste en la preuve des implications (i)  é  (iv) ,
 (iv)  é  (ii) , (ii)  é  (iii) et (iii)  é  (i) . La dernie `  re implication est une conse ´  quence
 imme ´  diate de (2) . Avant d’aborder la preuve des trois autres , e ´  nonc ¸  ons quelques
 ¸lemmes .
 lemmes .
 011
 L EMME 1 [7] .  Tout cycle de longueur au moins 5 v1erifie PPA2 .
 009¸
 L EMME 1 [7] .  Tout cycle de longueur au moins  5  y  e´ rifie PPA 2  .
 L EMME 2 [5] .  Tout cycle de longueur minimale d ’ un graphe en est un re ´  tracte .
 Le lemme qui suit et son corollaire , dus a `  Pouzet [6] , fourniront l’amorce de la
 preuve de (iv)  é  (ii) .
 L EMME 3 [1] .  Etant donne ´   G  un graphe sans triangle , et H un re ´  tracte de  G .  Si  G H
 y  e´ rifie PPA 2  , alors pour tout f ,  2- morphisme af fine idempotent de  G ,  sa restriction
 f / H 3 H a `  H  3  H est une projection .
 P REUVE .  Soit  r  une re ´  traction de  G  sur  G H .  L’application  r  +  f H 3 H  est un
 2-morphisme af fine idempotent de  G H  ,  donc , est une projection ; par exemple , la
 premie `  re . Par ailleurs , d’apre `  s la proposition 1 (dont la preuve n’utilise pas le lemme
 pre ´  sent) ,  G H  est connexe . Il reste alors a `  prouver que pour tout chemin injectif de  G H  ,
 ( x 0  ,  .  .  .  ,  x n ) , f  ( x 0  ,  x n )  5  x 0  .  On le fait par re ´  currence sur  n : Pour  n  5  0 ,  il s’agit de
 l’idempotence de  f .  Pour  n  .  0 , f  ( x 0  ,  x n 2 1 )  ,  f  ( x 0  ,  x n )  ,  f  ( x 1  ,  x n ) ,  c’est-a `  -dire , par
 hypothe `  se de re ´  currence ,  x 0  ,  f  ( x 0  ,  x n )  ,  x 1  .  Comme on a suppose ´   x 0  ,  x 1 et  x 0  ?  x 1  ,
 l’absence de triangle impose  f  ( x 0  ,  x n )  P  h x 0  ,  x 1 j ,  et en particulier ,  f  ( x 0  ,  x n )  P  H .  Ainsi ,
 f  ( x 0  ,  x n )  5  r  +  f  ( x 0  ,  x n ) ,  c’est-a `  -dire ,  f  ( x 0  ,  x n )  5  x 0  .  h
 C OROLLAIRE 2 [1] .  Etant donne ´   G  un graphe sans triangle ni carre ´  , et C un cycle de
 longueur minimale . Alors , pour tout f ,  2- morphisme af fine idempotent de  G ,  f / C 3 C est
 une projection .
 P REUVE .  Conse ´  quence imme ´  diate des Lemmes 1 , 2 et 3 .  h
 L EMME  4 .  Un graphe  G  5  ( E ,  & )  ne contient ni triangle ni carre ´  si et seulement si
 pour tous a , b , c e ´  le ´  ments distincts de E , et pout tout b 9  P  E ,
 H a  ,  b  ,  c
 a  ,  b 9  ,  c
 é  b 9  5  b .
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 P REUVE .  Evident .  h
 L EMME 5 .  Etant donne ´   G  un graphe sans triangle ni carre ´  , C un cycle de  G ,  et  w  un
 morphisme de  G C  y  ers  G  tel que pour tout c  P  C ,  w ( c )  ,  c  mod  G .  Alors  w  est en fait a `
 y  aleurs dans C et , si ’ il existe c  P  C tel que  w ( c )  5  c , alors  w ( c )  5  c pour tout c  P  C .
 P REUVE .  Supposons l’existence d’un  c 0  P  C  tel que  w ( c 0 )  ?  c 0  .  Soit  l  la longueur de
 C .  On peut alors conside ´  rer  c :  Z / l Z  5  C  un isomorphisme de  C l  vers  G C  tel que
 c (0 # )  5  c 0  et  c (1 #  )  ?  w ( c 0 ) .  De ´  finissons pour tout  k  P  Z , c k  5  c ( k #  ) .
 Montrons alors que pour tout entier positif ou nul  k ,  si  w ( c k )  ¸  h c k  ,  c k 1 1 j  alors ,
 w ( c k 1 1 )  5  c k ;  ce qui fournira l’argument a `  une re ´  currence permettant de conclure que
 pour tout entier positif  k ,  w ( c k 1 1 )  5  c k  ,  et qu’en particulier , pour tout  c  P  C ,  w ( c )  P  C
 d’une part , et  w ( c )  ?  c  d’autre part .
 Soit donc  k  un entier positif ou nul , on dispose des relations suivantes :
 5  w ( c k )  ,  c k w ( c k )  ,  w ( c k 1 1 )
 w ( c k 1 1 )  ,  c k 1 1
 par  hypothe `  se  sur  w  ;
 car  w  est  un  morphisme ;
 par  hypothe `  se  sur  w .
 Ainsi ,
 H w ( c k )  ,
 w ( c k )  ,
 c k
 w ( c k 1 1 )
 ,  c k 1 1  ,
 ,  c k 1 1  .
 Si alors on suppose que  w ( c k )  ¸  h c k  ,  c k 1 1 j ,  c’est-a `  -dire que les points  w ( c k ) , c k  et  c k 1 1
 sont distincts , on de ´  duit du Lemme 4 que  w ( c k 1 1 )  5  c k .  h
 L EMME 6 .  Soit  G  5  ( E ,  & )  un graphe connexe  y  e´ rifiant la condition  ( i y  )  et  ( a ,  b ,  c )
 un triplet de points de E . Alors il existe un chemin  ( w 0  ,  .  .  .  ,  w n )  joignant a a `  c , passant
 par b , et tel que pour tout k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n  2  2 j , w k  , w k 1 1  et w k 1 2  soient distincts .
 P REUVE .  Conside ´  rons deux chemins injectifs ( x 0  ,  .  .  .  ,  x p ) et (  y 0  ,  .  .  .  ,  y q ) joignant  a
 a`  b  d’une part , et  b  a`  c  d’autre part . Si le chemin obtenu en les mettant bout a `  bout
 ( x 0  ,  .  .  .  ,  x p  5  b  5  y 0  ,  .  .  .  ,  y q )  n’a pas la proprie ´  te ´  voulue , c’est que ne ´  cessairement ,
 x p 2 1  5  y 1 .  Soit alors  y  5  h x p 2 1  ,  b j  5  h  y 1  ,  b j ,  deux cas se pre ´  sentent :
 a  / Si  G \ y  est connexe , on conside `  re un chemin injectif ( x p 2 1  5  z 1  ,  .  .  .  ,  z r  5  b )
 ‘n’empruntant pas l’are ˆ  te  y  ’ .  On constate alors aise ´  ment qu si  s  de ´  signe le plus grand
 entier pour lequel ( z 1  ,  .  .  .  ,  z s )  5  ( x p 2 1  ,  .  .  .  ,  x p 2 s ) ,  alors le chemin suivant ve ´  rifie la
 proprie ´  te ´  voulue :
 ( a  5  x 0  , x 1  ,  .  .  .  ,  x p 2 s  5  z s  , z s 1 1  ,  .  .  .  ,  z r  5  b  5  y 0  , y 1  ,  .  .  .  ,  y q  5  c ) .
 b  / Si  G \ y  n’est pas connexe , alors , il existe par hypothe `  se , un chemin ( b  5
 z 0  ,  z 1  ,  .  .  .  ,  z r  5  b )  avec  r  >  3 trace ´  dans la composante connexe de  G \ y  contenant  b ,  tel
 que pour tout  k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  r  2  2 j , z k  , z k 1 1 et  z k 1 2 soient distincts . (Ce chemin peut par
 exemple , dans  G \ y  ,  aller de  b  a `  un cycle situe ´  a `  distance minimale , en faire le tour et
 revenir a `   b . ) Le chemin suivant ve ´  rifie alors la proprie ´  te ´  voulue :
 ( a  5  x 0  ,  .  .  .  ,  x p 2 1  ,  x p  5  b  5  z 0  ,  z 1  ,  .  .  .  ,  z r 2 1  ,  z r  5  b  5  y 0  ,  y 1  ,  .  .  .  ,  y q  5  c ) .  h
 Venons-en maintenant aux preuves des trois implications .
 4 . 1 .  Preu y  e de  ( i )  é  ( i y  ) .  Cette implication s’e ´  nonce :
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 P ROPOSITION  1 .  Un graphe non - connexe ne  y  e´ rifie pas PPC 2  . Un graphe connexe , qui
 peut e ˆ  tre disconnecte ´  par l ’ omission d ’ une are ˆ  te de sorte qu ’ une des deux composantes
 connexes correspondantes soit un arbre , ne  y  e´ rifie pas PPC 2  .
 P REUVE DE LA  P ROPOSITION .  Soit  G  5  ( E ,  & ) un graphe non-connexe , alors ,  E  admet
 une partition  h A ,  B j  telle que pour tous  x  P  A  et  y  P  B , x  , /  y .  On de ´  finit alors un
 2-morphisme carte ´  sien idempotent qui n’est aucune des projections de la fac ¸  on
 suivante :  f  ( x ,  y )  5  x  si  x  P  A ,  sinon  f  ( x ,  y )  5  y .
 Soit  G  5  ( E ,  & ) un graphe connexe . Supposons l’existence de  a ,  b  P  E  et d’une
 partition  h A ,  B j  de  E  tels que  G B  soit un arbre ,  a  P  A , b  P  B ,  et pour tous
 ( x ,  y )  P  A  3  B , x  ,  y  si et seulement si ( x ,  y )  5  ( a ,  b ) : l’omission de ( a ,  b ) disconnecte
 G .
 Dans ces conditions ,  G  induit e ´  galement un arbre sur  h a j  <  B .  Ainsi , a `  chaque  x  P  B ,
 on peut associer  pi  ( x ) ,  l’unique e ´  le ´  ment distinct de  x ,  situe ´  entre  a  et  x  et lie ´  a `   x .
 (Donc , par exemple ,  pi  ( b )  5  a . ) Il est alors aise ´  de constater que l’application  f  de ´  finie
 ci-dessous est un 2-morphisme carte ´  sien et idempotent qui n’est aucune des deux
 projections . Pour ( x ,  y )  P  E  3  E ,  posons  f  ( x ,  y )  5  y  si  x  P  B , f  ( x ,  y )  5  pi  (  y ) si  x  ¸  B .  h
 4 . 2 .  Preu y  e de  ( i y  )  é  ( ii ) .  Il s’agit d’e ´  tablir :
 P ROPOSITION  2 .  Un graphe connexe , sans triangle ni carre ´  et  y  e´ rifiant la condition  ( i y  )
 y  e´ rifie e ´  galement PPA 2  .
 P REUVE DE LA  P ROPOSITION .  Conside ´  rons  G  5  ( E ,  & ) un graphe connexe , sans
 triangle ni carre ´  et ve ´  rifiant la condition (iv) , et  f  un 2-morphisme af fine idempotent de
 G .
 Si  E  est re ´  duit a `  un seul e ´  le ´  ment , la conclusion est e ´  vidente . Supposons donc que  E
 ne soit pas un singleton . Il est aise ´  de constater que  G  posse `  de au moins un cycle . Soit
 alors  C  un cycle de  G  de longueur minimale . Le Corollarie 2 nous assure que  f / C 3 C  est
 une des deux projections . On peut , sans perte de ge ´  ne ´  ralite ´  , supposer qu’il s’agit de la
 premie `  re projection . Nous allons alors prouver que  f  est elle-me ˆ  me la premie `  re
 projection .
 Soient  x  et  y  deux points de  E ,  tels que  h x ,  y j  Õ /  C .  On peut alors conside ´  rer un
 chemin ( x 0  ,  .  .  .  ,  x N  5  y ) de  G  ayant les proprie ´  te ´  s suivantes :
 (1)  x 0  P  C ,
 (2)  x 1  ¸  C ,
 (3)  pour tout  k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  N  2  2 j , x k  , x k 1 1 et  x k 1 2 sont distincts ;
 (4)  si  x  ¸  C  alors , il existe  p 0  P  h 1 ,  .  .  .  ,  N j  tel que  x p 0  5  x .
 Pour voir cela , on applique le Lemme 5 au triple ( a ,  x ,  y ) ou `   a  est un point quelconque
 de  C ,  et on tronque , si besoin est , le de ´  but du chemin obtenu de fac ¸  on a `  satisfaire les
 conditions (1) et (2) .
 Il nous reste alors a `  prouver (par re ´  currence) :
 Pout tout  n  P  h 1 ,  .  .  .  ,  N j ,
 *5 n :  H pour  tout  c  P  C , pour  tout  k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n j ,  f  ( c ,  x n )  5  c ; f  ( x k  ,  x n )  5  x k .
 En ef fet , de  *5 N  et de (4) , on pourra finalement conclure que  f  ( x ,  y )  5  x .
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 P REUVE DE LA  R E ´  CURRENCE .  *5 0 est vrai car  x 0  P  C  et  f / C 3 C  est la premie `  re
 projection .
 Supposons  * 5 n  vraie et e ´  tablissons  * 5 n 1 1  .
 De ´  sigons par  w  l’application  f x n 1 1 :  E  5  E .  Ainsi , pour tout  x  P  E ,  w ( x )  5  f  ( x ,  x n 1 1 ) .
 Comme  f  est un morphisme de Hamming ,  w  est un morphisme , et
 H pour  tout  c  P  C ,
 pour  tout  k ,
 f  ( c ,  x n 1 1 )  ,  f  ( c ,  x n ) ;
 f  ( x k  ,  x n 1 1 )  ,  f  ( x k  ,  x n ) ;
 ce qui , compte tenu de la de ´  finition de  w  et de l’hypothe `  se de re ´  currence , se traduit
 par :
 H pour  tout  c  P  C ,
 pour  tout  k  P  h 0 ,  .  ,  n j ,
 w ( c )  ,  c ,
 w ( x k )  ,  x k  .
 (1 9 )
 (2 9 )
 En outre ,  f  e´ tant idempotente ,  w ( x n 1 1 )  5  x n 1 1  .  Il nous faut finalement e ´  tablir ,
 H pour  tout  c  P  C
 pour  tout  k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n j
 w ( c )  5  c ;
 w ( x k )  5  x k .
 A FFIRMATION 1 .  w ( x 0 )  P  C et , si  w ( x 0 )  5  x 0  alors  w ( c )  5  c pour tout c  P  C .
 P REUVE .  C’est une conse ´  quence imme ´  diate du Lemme 5 , puisque  w  est un
 morphisme ve ´  rifiant (1 9 ) et que  x 0  P  C .  j
 A FFIRMATION  2 .  Pour tout k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n j ,  w ( x k )  ?  x k 1 1  .
 P REUVE .  Supposons le contraire et conside ´  rons alors  k 0 minimum pour lequel
 w ( x k 0 )  5  x k 0 1 1 .  D’abord ,  k 0  .  0 puisque l’af firmation 1 nous apprend que  w ( x 0 )  P  C ,
 alors que  x 1  ¸  C .  On dispose ensuite des relations suivantes :
 5  x k 0 2 1  ,  w ( x k 0 2 1 ) w ( x k 0 2 1 )  ,  w ( x k 0 )
 w ( x k 0 )  5  x k 0 1 1
 d’apre `  s  (2 9 ) ;
 car  w  est  une  morphisme ;
 par  hypothe `  se  sur  k 0  .
 Ainsi ,
 H x k 0 2 1  ,
 x k 0 2 1  ,
 x k 0
 w ( x k 0 2 1 )
 ,  x k 0 1 1 ;
 ,  x k 0 1 1 .
 Comme en outre ,  x k 0 2 1 , x k 0 et  x k 0 1 1 sont distincts , le Lemme 4 nous permet de conclure
 que  w ( x k 0 2 1 )  5  x k 0  ,  ce qui contredit la minimalite ´  de  k 0  .  j
 A FFIRMATION  3 .  Pour tout k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n  1  1 j ,  w ( x k )  5  x k .
 P REUVE .  Supposons le contraire et conside ´  rons alors  k 0 maximum pour lequel
 w ( x k 0 )  ?  x k 0  .  D’abord ,  k 0  <  n  puisque  w ( x n 1 1 )  5  x n 1 1 .  On dispose ensuite des relations
 suivantes :
 5  x k 0  ,  w ( x k 0 ) w ( x k 0 )  ,  w ( x k 0 1 1 )
 w ( x k 0 1 1 )  5  x k 0 1 1
 d’apre `  s  (2 9 ) ;
 car  w  est  un  morphisme ;
 par  maximalite ´  de  k 0  .
 Ainsi ,
 H  x k 0
 x k 0  ,
 ,
 w ( x k 0 )
 x k 0 1 1
 ,  x k 0 1 1 .
 (et  x k 0  ?  x k 0 1 1 ) ;
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 L’absence de triangle impose donc  w ( x k 0 )  P  h x k 0  , x k 0 1 1 j .  Et comme en outre , par
 hypothe `  se ,  w ( x k 0 )  ?  x k 0  ,  c’est que  w ( x k 0 )  5  x k 0 1 1 .  Mais cela est contraire a `  l’af firmation 2 .
 j
 Nous sommes de ´  sormais en mesure de conclure la re ´  currence :  *5 n 1 1 est vraie . En
 ef fet , l’Af firmation 3 nous dit que pout tout  k  P  h 0 ,  .  .  .  ,  n j ,  w ( x k )  5  x k ; en particulier ,
 w ( x 0 )  5  x 0  .  Mais alors , d’apre `  s l‘Af firmation 1 , pour tout  c  P  C ,  w ( c )  5  c .
 Cela termine la preuve de la Proposition 2 .  h
 4 . 3 .  Preu y  e de  ( ii )  é  ( iii ) .  Comme l’af firme le The ´  ore `  me 2 ,  PPH 2 ne se transmet pas
 en dimension supe ´  rieure . En fait , c’est  PPA n  qui , du point de vue des ‘clo ˆ  nes’ , s’impose
 comme ge ´  ne ´  ralisation naturelle de  PPH 2 .  Pouzet , Rosenberg et Stone [7] montrent :
 T HE ´  ORE `  ME 3 [7] .  Si un graphe  y  e´ rifie PPA n pour un n  >  3 , alors il  y  e´ rifie PPA n pour
 tout n . De plus , s ’ il  y  e´ rifie PPA 2  sans  y  e´ rifier PPA 3  , alors il admet un  3- morphisme
 af fine minoritaire .
 Ce the ´  ore `  me nous permet , compte tenu du lemme suivant , d’e ´  noncer la proposition :
 P ROPOSITION 3 .  Tout graphe connexe , sans triangle ni carre ´  et  y  e´ rifiant PPA 2  y  e´ rifie
 PPA n pour tout n .
 L EMME 7 [7] .  Les cycles de longueur au moins  5  n ’ admettent pas de  3- morphisme
 af fine minoritaire .
 P REUVE DE LA  P ROPOSITION .  Conside ´  rons  G  5  ( E ,  & ) un graphe sans triangle ni carre ´
 et ve ´  rifiant  PPA 2  .  Il s’agit , d’apre `  s le the ´  ore `  me ci-dessus de prouver qu’il n’admet pas
 de 3-morphisme af fine minoritaire .
 Soit  f  :  E  3  5  E  af fine et  C  un cycle de  G  de longueur minimale . D’apre `  s le Lemme 2 ,
 il existe une re ´  traction  r  de  G  sur  G C .  De ´  finissons alors  g :  C  3  5  C  par  g ( x ,  y ,  z )  5
 r (  f  ( x ,  y ,  z )) .  Comme  f  est af fine et que  r  un morphisme ,  g  est e ´  galement af fine . Si  f
 e´ tait minoritaire ,  g  le serait e ´  galement , ce qui contredirait le lemme pre ´  ce ´  dent .  h
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